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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
Γ' ΛΥΚΕΙΟΥ ΘΕΤΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗΣ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

2006 
 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 
 
ΘΕΜΑ 1o 
 
A.1 Έστω µια συνάρτηση f, η οποία είναι συνεχής σε ένα διάστηµα ∆. 
Να αποδείξετε ότι: 

• Αν f΄(x)>0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι γνησίως 
αύξουσα σε όλο το ∆. 

• Αν f΄(x)<0 σε κάθε εσωτερικό σηµείο x του ∆, τότε η f είναι γνησίως 
φθίνουσα σε όλο το ∆. 

Μονάδες 10 
Α.2 Έστω µια συνάρτηση f συνεχής σ’ ένα διάστηµα ∆ και παραγωγίσιµη στο 

εσωτερικό του ∆. Πότε λέµε ότι η f στρέφει τα κοίλα προς τα άνω ή είναι κυρτή 
στο ∆; 

Μονάδες 5 
B. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό 

σας τη λέξη Σωστό ή Λάθος δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση. 
 

α. Για κάθε µιγαδικό αριθµό z ισχύει 22

zz = . 

Μονάδες 2 

β. Αν υπάρχει το 0)(lim
0

>
→

xf
xx

, τότε f(x)>0 κοντά στο x0. 

Μονάδες 2 
γ. H εικόνα f(∆) ενός διαστήµατος ∆ µέσω µιας συνεχούς και µη σταθερής 

συνάρτησης f είναι διάστηµα. 
Μονάδες 2 

δ. Ισχύει ο τύπος 13)3( '
−

⋅=
xx

x , για κάθε ℜ∈x . 

Μονάδες 2 
ε. Ισχύει η σχέση 

dxxgxfxgxfdxxgxf ∫∫ −=

β

α

β

α

β

α
)()(')]()([)(')( , όπου f΄,g΄ είναι συνεχείς 

συναρτήσεις στο [α, β]. 
Μονάδες 2 



Ö
Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÏ
 å
õ 
ó
ôü
÷ï
ò

Ê
Å
Ñ
Ê
Õ
Ñ
Á

Τεχνική Επεξεργασία: Keystone 

2

ΘΕΜΑ 2ο 
 

Θεωρούµε τη συνάρτηση 2)2(2)( −+= xxf  µε 2≥x . 

α. Να αποδείξετε ότι η f είναι 1-1. 
Μονάδες 6 

β. Να αποδείξετε ότι υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f-1 της f και να 

βρείτε τον τύπο της. 
Μονάδες 8 

γ.   i. Να βρείτε τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων των 
συναρτήσεων f και f-1 µε την ευθεία y = x. 

Μονάδες 4 
      ii. Να υπολογίσετε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τις 

γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f και f-1. 
Μονάδες 7 

 

ΘΕΜΑ 3ο 
 

∆ίνονται οι µιγαδικοί αριθµοί µε z1, z2, z3 µε 1
321
=== zzz  και 0

321
=++ zzz . 

α. Να αποδείξετε ότι: 

i. 
321321
zzzzzz −=−=− . 

Μονάδες 9 

ii. 4
2

21
≤− zz  και 1e( −≥ℜ )zz

21
. 

Μονάδες 8 
 

β. Να βρείτε το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των z1, z2, z3 στο µιγαδικό 
επίπεδο, καθώς και το είδος του τριγώνου που αυτές σχηµατίζουν. 

Μονάδες 8 
 

ΘΕΜΑ 4ο 
 

∆ίνεται η συνάρτηση x
x

x
xf ln

1

1
)( −

−

+
= . 

α. Να βρείτε το πεδίο ορισµού και το σύνολο τιµών της συνάρτησης f. 
Μονάδες 8 

β. Nα αποδείξετε ότι η εξίσωση f(x)=0 έχει ακριβώς 2 ρίζες στο πεδίο ορισµού 
της. 

Μονάδες 5 
γ. Αν η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης xxg ln)( =  στο 

σηµείο )ln,( ααA  µε α>0 και η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης της 

συνάρτησης x

exh =)(  στο σηµείο ),( ββ eB  µε ℜ∈β  ταυτίζονται, τότε να 

δείξετε ότι ο αριθµός α είναι ρίζα της εξίσωσης f(x)=0. 
Μονάδες 9 

δ. Να αιτιολογήσετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g και h 
έχουν ακριβώς δύο κοινές εφαπτόµενες. 

Μονάδες 3 



Ö
Ñ
Ï
Í
Ô
ÉÓ
Ô
Ç
Ñ
ÉÏ
 å
õ 
ó
ôü
÷ï
ò

Ê
Å
Ñ
Ê
Õ
Ñ
Á

Τεχνική Επεξεργασία: Keystone 

3

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 
ΘΕΜΑ 1ο 

 
Α.1 Θεωρία. Σχολ. βιβλίο σελ. 253 
Α.2 Ορισµός. Σχολ. βιβλίο σελ. 273 

Β. α → Λ 

 β → Σ 

 γ → Σ 

 δ → Λ 

 ε → Σ 
 
 
ΘΕΜΑ 2ο 
 

α. 222
2

≥−+= xxxf ,)()(  

Η f είναι παραγωγίσιµη στο ),2[ +∞  µε 0)2(2)(' >−= xxf  για κάθε ),2( +∞∈x . 

Άρα f γνησίως αύξουσα στο ),2[ +∞  και εποµένως είναι και  

1-1. 
 
β. Αφού η f είναι 1-1 υπάρχει η f-1 αντίστροφη συνάρτηση της f µε  

f-1 : f(A) → R. 
 
Αφού η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο Α = ),2[ +∞  έπεται ότι  

[ ) [ )+∞==
+∞→

,2)(lim),2()( xffAf
x

 

 

Τώρα αν y = f(x) ⇔ y = 2 + (x - 2)2 ⇔ y - 2 = (x - 2)2.  
 

Επειδή x - 2 ≥ 0, y - 2 ≥ 0, έχουµε ),2[),,2[,22 +∞∈+∞∈−=− yxyx  

 

ή ),2[),,2[,22 +∞∈+∞∈−+= yxyx  

 

ή ),2[,22)(1 +∞∈−+=
− yyyf . 

 

Τελικά ),2[,22)(1 +∞∈−+=
− xxxf . 
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γ. i) Έχουµε 
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Τα κοινά σηµεία των γραφικών παραστάσεων f και f-1 µε την y = x είναι τα  
Α(2,2), Β(3,3). 
 
ii)  

Οι συναρτήσεις f και f-1 είναι συνεχείς άρα και η διαφορά τους είναι 
συνεχής.








 −−⋅−=−−−=−+−−+=− −

122222222
3

221
xxxxxxxfxf )(][])([)()( Πρ

οκύπτει ( ) 3ή212ή020)()(
3

1
==⇔=−=−⇔=−

− xxxxxfxf . 

∆ηλαδή τα κοινά τους σηµεία είναι τα Α(2,2), Β(3,3). 
 

Επειδή 2 ≤ x ≤ 3 ⇔ 0 ≤ x - 2 ≤ 1 ⇔  

( ) 0121212
33

≤−−⇔≤−⇔≤− xxx . 

 

Επίσης είναι 02 ≥−x  για x ∈ [2,3]. 
 

Άρα f(x) - f-1 (x) ≤ 0 για x ∈ [2,3]. 
 
Οπότε το εµβαδόν του ζητούµενου χωρίου είναι 

( ) ( ) τ.µ.)()()(
3

1
22

3

2

2

3

2

1
=−−−=−= ∫∫ −

dxxxdxxfxfE  
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ΘΕΜΑ 3ο 

 

α.i Από τη σχέση 0
321
=++ zzz  έχουµε ισοδύναµα 

321
zzz −−=  (1). 

Θα δείξουµε ότι 
1321
zzzz −=−  (2). 

Πράγµατι η (2) λόγω της (1) γράφεται ισοδύναµα: 

.

))(())((

))(())((

32

2

3

2

2

3322

3322

2232233333233222

23233232

23233232

2

23

2

32

2332

323232

33

224224

2222

2222

22

22

zz

zz

zzzz

zzzz

zzzzzzzzzzzzzzzz

zzzzzzzz

zzzzzzzz

zzzz

zzzz

zzzzzz

=

⇔=

⇔=

⇔=

⇔+++=+++

⇔++=++

⇔++=++

⇔+=+

⇔+=+

⇔++=−−−

 

Η τελευταία σχέση είναι αληθής λόγω της υπόθεσης, άρα και η (2). 

Με ανάλογο τρόπο δείχνουµε ότι 
3213
zzzz −=−  (3). 

Από τις (2) και (3) προκύπτει ότι 
3221
zzzz −=− . 

Άρα 
321321
zzzzzz −=−=− . 

 
α.ii Είναι: 

211)(
21212121

=++=+=−+≤−+=− zzzzzzzz  

Άρα 2
21
≤− zz . 

Οπότε 4
2

21
≤− zz . 

Τότε: 

.)Re(

)Re(

)(

)(

))((

)()(

1

22

2

2

411

4

4

4

4

4

21

21

2121

2121

2121

2121

2

2

2

1

22122111

2121

2121

2

21

−≥

⇔−≥

⇔−≥+

⇔−≥⋅+

⇔≤+−+

⇔≤+−+

⇔≤+−−

⇔≤−−

⇔≤−−

⇔≤−

zz

zz

zzzz

zzzz

zzzz

zzzzzz

zzzzzzzz

zzzz

zzzz

zz

 

β. Επειδή 1
321
=== zzz  προκύπτει ότι οι εικόνες των µιγαδικών 

)(Γ),(B),(A
321
zzz  βρίσκονται σε κύκλο µε κέντρο Ο (0, 0) και ακτίνα 
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ρ = 1. Άρα ο ζητούµενος γεωµετρικός τόπος είναι ο παραπάνω κύκλος. 

Λόγω τώρα της σχέσης 
321321
zzzzzz −=−=−  προκύπτει ότι οι κορυφές 

)(Γ),(B),(A
321
zzz  αποτελούν κορυφές ισόπλευρου τριγώνου εγγεγραµµένου 

στον παραπάνω γεωµετρικό τόπο. 
 
 
ΘΕΜΑ 4ο 

 

α. Πρέπει x > 0 και 1≠x . Άρα ),1()1,0( +∞∪=fA . 

Η f είναι παραγωγίσιµη στο Αf ως διαφορά παραγωγίσιµων συναρτήσεων, µε 

0
1

)1(

2
)('

2
<








+

−
−=

xx
xf  για κάθε fAx∈ . 

Άρα η f είναι γνησίως φθίνουσα σε κάθε ένα από τα διαστήµατα  
(0, 1) και (1, +∞). 
Επειδή τώρα +∞=

+
→

)(lim xf
x 0

, −∞=
−

→

)(lim xf
x 1

 και η f συνεχής και γνησίως φθίνουσα 

στο (0, 1) είναι ℜ=))1,0((f . 

Επίσης επειδή +∞=
+

→1

)(lim
x

xf , −∞=

+∞→

)(lim xf
x

 και η f συνεχής και γνησίως 

φθίνουσα στο (1, +∞), είναι ℜ=+∞)),1((f . 

Έτσι συνολικά το σύνολο τιµών της f είναι ℜ=+∞∪ )),1()1,0((f . 

 
β. Επειδή ℜ=)),(( 10f  έπεται )),(( 10fO ∈  δηλαδή υπάρχει ),( 10

1
∈x  ωστε 0

1
=)(xf . 

Η ρίζα αυτή είναι µοναδική στο (0,1), αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα και άρα 1-
1. 
Οµοίως επειδή ℜ=+∞)),((1f  έπεται ))(( ∞+∈ 1fO  δηλαδή υπάρχει ),( +∞∈ 1

2
x  

ώστε 0
2

=)(xf . 

Η ρίζα αυτή είναι επίσης µοναδική στο (1,+ ∞), αφού η f είναι γνησίως φθίνουσα 
και άρα 1-1. 
Έτσι η f έχει ακριβώς 2 ρίζες. 
 
γ. Η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της xxg ln)( =  στο 

σηµείο )ln,( ααA , α>0 είναι: 

axy ln1
1

+−=

α

 (ε1) 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της γραφικής παράστασης της xexf =)(  στο σηµείο 

),( ββ eB , ℜ∈β  είναι: 
βββ βeexey −+=  (ε2). 

Οι (ε1), (ε2) ταυτίζονται αν και µόνο αν  

αβ
α

β
ln

1
−=⇔= e  (1) και ββ βα ee ⋅−=−1ln  (2) 

Τότε η (2) γράφεται: 
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⇔−=−−

⇔+=−

⇔+=−

))((ln

lnln

lnln

ααα

αααα

α

α

α

α

11

1

11
1

 

0)(0ln
1

1

ln
1

1

=⇔=−

−

+

⇔=

−

+

αα

α

α

α

α

α

f

. 

 
δ.  
 
Από το 4γ προκύπτει ότι οι γραφικές παραστάσεις των g(x), h(x) έχουν κοινή 
εφαπτόµενη στα σηµεία τους Α(α, lnα) και Β(β, eβ) αντίστοιχα αν και µόνον αν: 
 









=

−=
0f(α)
αlnβ

 

 

Επειδή η f(x) = 0 έχει δύο διακεκριµένες ρίζες α1 ∈ (0,1) και α2 ∈ (1,+∞) 
προκύπτουν δύο εφαπτόµενες οι  

( )
1

1

1
αln1

α

1
: +−= xyε  

( )
2

2

2
αln1

α

1
: +−= xyε . 

 
Οι εφαπτόµενες αυτές είναι ακριβώς δύο (διακεκριµένες) αφού έχουν δύο 

διακεκριµένους συντελεστές διεύθυνσης 
21

α

1
,

α

1
 αντίστοιχα. 









∈+∞∈ )1,0(

α

1
),,1(

α

1

21

. 

 


