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2015 

ΕΚΦΩΝΗΣΕΙΣ 
 

ΘΕΜΑ Α 

Α1. Για µία συνεχή συνάρτηση f να γράψετε τις τρεις κατηγορίες σηµείων, τα οποία 
είναι πιθανές θέσεις τοπικών ακρoτάτων. 

Μονάδες 6 

Α2. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, 
δίπλα στο γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η 
πρόταση είναι σωστή ή τη λέξη Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

α) Η επικρατούσα τιµή µίας µεταβλητής είναι µοναδική. 
(Μον. 2) 

β) Έστω συνεχής συνάρτηση :f A→ �  και  x0  ένα στάσιµο σηµείο της  f  
(δηλαδή f ΄(x0) = 0). Αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο x0, τότε παρου-
σιάζει τοπικό µέγιστο στο x0 όταν f ΄΄(x0) < 0. 

(Μον. 2) 

γ) Έστω συνάρτηση  f  συνεχής στο [α, β], Τότε ισχύει: 

( )f x dx
α

α

α=∫ , όπου *
α ∈�  

(Μον. 2) 

δ) Αν οι συναρτήσεις , :f g A→ �   είναι παραγωγίσιµες στο πεδίο ορισµού τους 
Α, τότε και η f g⋅  είναι παραγωγίσιµη στο A και ισχύει: 

( ) '( ) '( ) ( ) ( ) '( )f g x f x g x f x g x⋅ = ⋅ − ⋅  
(Μον. 2) 

ε) Η σχετική συχνότητα τιµής xi µίας µεταβλητής συµβολίζεται µε  fi  και ισχύει 
i

i

v
f

ν

= . 

(Μον. 2) 

Μονάδες 10 

Α3. Να µεταφέρετε στο τετράδιό σας τις παρακάτω ισότητες και να τις συµπληρώ-
σετε: 

α) 1
a

dx
x

β

=∫ … , µε  β > α > 0 

(Μον. 3) 
β) (c)΄ = …, αν  c  σταθερά. 

(Μον. 3) 
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γ) Αν η µεταβλητή  x  παίρνει τιµές  x1, x2, …, xk  µε αντίστοιχες συχνότητες  ν1, 
ν2, …, νk,  τότε η µέση τιµή της µεταβλητής είναι: x =…  

(Μον. 3) 
Μονάδες 9 

 
ΘΕΜΑ B 

Οι χρόνοι (σε λεπτά) 50 µαθητών της Γ΄ τάξης ενός ΕΠΑ.Λ. για να γράψουν ένα 
διαγώνισµα, δίνονται στον παρακάτω πίνακα κατανοµής: 

Χρόνος  
σε λεπτά 

Κέντρο  
κλάσης  

κi 

Συχνότητα 
νi 

Αθροιστική  
Συχνότητα  

Νi 
κi 

. νi 

[5, 15)  20   
[15, 25)   34  
[25, 35)  12   
[35, 45)     
ΣΥΝΟΛΑ  ν = 50   

Β1. Να µεταφέρετε στο τετράδιό σας τον προηγούµενο πίνακα και να τον συµπληρώ-
σετε σωστά. 

Μονάδες 7 

Β2. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή x  του χρόνου, που χρειάστηκαν οι µαθητές για να 
γράψουν το διαγώνισµα. 

Μονάδες 5 

Β3. Να υπολογίσετε τη διακύµανση s2 (Μον. 7) και την τυπική απόκλιση s της µετα-
βλητής (Μον. 2). 

Μονάδες 9 

Β4.  Να υπολογίσετε τον συντελεστή µεταβλητότητας CV%. 
Μονάδες 4 

(∆ίνεται: 96 10≈ ) 
 
 
ΘΕΜΑ Γ 

∆ίνεται η συνάρτηση :f →� �  µε τύπο: 

3

2

8
, αν 2

( ) 2
4 4 , αν 2x

x
x

f x x
x e x
λ λ

−

 −
>

= −
 + ≤

 

όπου  *
λ∈� . 
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Γ1. Να βρείτε το:  

2
lim ( )
x

f x
−

→

 

Μονάδες 4 

Γ2. Να βρείτε το: 

2
lim ( )
x

f x
+

→

 

Μονάδες 8 

Γ3. Να βρείτε για ποιές τιµές του λ  η συνάρτηση είναι συνεχής στο  x0 = 2. 
Μονάδες 6 

Γ4. Για  λ = 1  να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
2

1
( )f x dx∫ . 

Μονάδες 7 

 
 
ΘΕΜΑ ∆ 

Μία οµάδα περιβαλλοντολόγων εκτιµά ότι το βάρος B (B σε τόνους) ενός παγόβουνου 
µεταβάλλεται µε τον χρόνο t (t σε έτη) σύµφωνα µε τη συνάρτηση: 

3
2( ) 2 12 15, 0 10

3

t
B t t t t= − + + + ≤ ≤  

∆1. Να βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής του βάρους του παγόβουνου. 
Μονάδες 5 

∆2. Ποιά χρονική στιγµή το βάρος του παγόβουνου γίνεται µέγιστο; 
Μονάδες 8 

∆3. Να αποδείξετε ότι, αν  t ∈ [6, 9], τότε ισχύει: 

B(9) ≤  B(t)  ≤  B(6) 
Μονάδες 5 

∆4. Ποιά χρονική στιγµή o ρυθµός µεταβολής του βάρους του παγόβουνου γίνεται 
µέγιστος; 

Μονάδες 7 
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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 
ΘΕΜΑ Α 
Α1. (i) Τα άκρα των διαστηµάτων που αποτελούν το πεδίο ορισµού της  f. 

(ii) Τα εσωτερικά σηµεία του πεδίου ορισµού της  f, στα οποία δεν υπάρχει η 
παράγωγος της  f. ∆ηλαδή στα γωνιακά σηµεία της  f. 

(iii) Τα εσωτερικά σηµεία του πεδίου ορισµού της  f στα οποία υπάρχει η παράγωγος 
της  f και είναι ίση µε το µηδέν. ∆ηλαδή στα στάσιµα σηµεία της  f. 

 
Α2.  
 

α β γ δ ε 
Λ Σ Λ Λ Σ 

 

Α3. α) [ ]
1

ln ln ln lndx x
x a

β
β

α

α

β
β α= = − =∫ . 

β) ( ) 0c ′ = . 

γ) 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

... ...

...

x x x x x x
x κ κ κ κ

κ

ν ν ν ν ν ν

ν ν ν ν

+ + + + + +
= =

+ + +

. 

 
 
ΘΕΜΑ Β 
Β1.  
 
 

Χρόνος  
σε λεπτά 

Κέντρο  
κλάσης  

κi 

Συχνότητα 
νi 

Αθροιστική  
Συχνότητα  

Νi 
κi  · νi 

[5, 15) 10 20 20 200 
[15, 25) 20 14 34 280 
[25, 35) 30 12 46 360 
[35, 45) 40 4 50 160 
ΣΥΝΟΛΑ  ν = 50  1000 

 
 

Β2. 
200 280 360 160 1000

20 λεπτά.
50 50

x
+ + +

= = =  
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Β3. 
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 4 42

50

x x x x
s

ν κ ν κ ν κ ν κ− + − + − + −

= =  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

20 10 20 14 20 20 12 30 20 4 40 20

50

− + − + − + −

= =  

20 100 14 0 12 100 4 400 2000 1200 1600 4800
96.

50 50 50
⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + +

= = = =  

96 10.s = ≈  
 

Β4. 
10

CV 0,5 50%.
20

s

x
= ≈ = =  

 
 
ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Είναι: ( )2

2 2
lim ( ) lim 4 4 8 4 12.x

x x
f x x e

− −

−

→ →

= + = + =  

 

Γ2. Είναι: 
( ) ( )

( )

23 2

2 2 2 2

2 2 48 2 4 12
lim ( ) lim lim lim .

2 2x x x x

x x xx x x
f x

x xλ λ λ λ λ
+ + + +

→ → → →

− + +− + +

= = = =

− −

 

 
Γ3. Η  f  είναι συνεχής στο x0 = 2 αν και µόνον αν 

2 2
lim ( ) lim ( ) (2).
x x

f x f x f
− +

→ →

= =  

∆ηλαδή 
12 12

12 12 ή 12 .
λ λ

= = =  Άρα λ = 1. 

 
Γ4. Υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα  
 

( ) ( )
2 2 2 22 2

1 1 1 1
4 4 4 4x xf x dx x e dx xdx e dx− −

= + = + =∫ ∫ ∫ ∫  

( )
22

22 2 2 1 2

1
1

4 1
4 4 4 4

2 2 2
xx

e e e− − −

   
 = + = − + − =    

  
 

3 1 4 4
4 4 1 6 4 10 .

2 e e e
 

= ⋅ + − = + − = − 
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ΘΕΜΑ ∆ 
3

2( ) 2 12 15, 0 10
3

t
B t t t t

−
= + + + ≤ ≤  

∆1. Ο ρυθµός µεταβολής του βάρους Β του παγόβουνου είναι: 

Β'(t) = –t2 + 4t + 12,   0 ≤ t ≤ 10. 
∆2. Λύνουµε την εξίσωση Β'(t) = 0 στο διάστηµα 0 ≤ t ≤ 10 και έχουµε: 

–t2 + 4t + 12 =0 ⇔ t2 – 4t – 12 = 0 

∆ = 16 +48 = 64, 1 2

4 8 4 8 12
2, 6.

2 2 2
t t

− +

= = − = = =  

Από τον πίνακα µεταβολών βρίσκουµε ότι η Β παρουσιάζει µέγιστο τη χρονική στιγµή  
t = 6 έτη. 
 

t

B (t) 

B  (t)

0
-+

6 10

 
 

∆3. Επειδή η Β είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα [6, 9] θα έχουµε: 
6 ≤ t ≤ 9 ⇒ B(6) ≥ B(t) ≥ B(9). 

 
∆4. O ρυθµός µεταβολής του βάρους του παγόβουνου δίνεται από την συνάρτηση: 

g (t) = B'(t) = –t2 + 4t + 12 στο διάστηµα [0. 10] 
Η πρώτη παράγωγος της  g  είναι g'(t) = –2t + 4,  t ∈ [0, 10]. 

 
Λύνουµε την εξίσωση g'(t) = 0 στο διάστηµα [0, 10] και έχουµε: 

–2t + 4 = 0 ⇔ t = 2 
Από τον πίνακα µεταβολών της g βρίσκουµε ότι αυτή παρουσιάζει µέγιστο την χρονική 
στιγµή t = 2 έτη. 
 

t

g (t) 

g  (t)

0
-+

2 10

 
 

 


